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1 Introduction

Les algorithmes de flux ont pris de 'importance avec la collecte massive de données,
par exemple dans les serveurs webs ou dans les caisses enregistreuses des grandes
surfaces. La difficulté réside dans le fait que les données sont tellement volumineuses,
qu’il est impossible & un programme de les stocker entiérement en mémoire. Cette
situation demande la conception d’algorithmes dont la complexité mémoire est sous-
linéaire en la taille de I’entrée, idéalement logarithmique.

Dans la suite on considére un flux de données sous la forme o =z, ..., x, € [m], ou
[m]:={0,...,m — 1} représente le domaine des éléments, qui sont supposés étre des
entiers pour plus de simplicité. L’algorithme doit étre sous-linéaire en n et en m,
souvent polylogarithmique. L’acces aux données est séquentiel, en général n et m
sont inconnus avant la fin de la lecture. Idéalement l'algorithme devrait faire une
seule passe sur l'entrée.

Dans la suite nous présentons des algorithmes basiques pour des problémes élé-
mentaires. Une bonne introduction compléte sur ces algorithme est le livre de
Mathukrishnan [7].

1.1 Echantillonner

Le but est de choisir un élément s du flux uniformément au hasard. La difficulté
réside dans le fait qu’on ne connaisse pas le nombre d’éléments n en avance.

Algorithme échantillonner uniformément

Sur la lecture de x;, choisir s:=x; avec probabilité 1/i.

Soit S la variable aléatoire associé & la variable s. L’invariant de 1’algorithme est
que S est une distribution uniforme sur la partie du flux déja vue. C’est vrai pour
1 = 1, trivialement, car s = x; avec probabilité 1. Puis en général, apres avoir vu
n éléments, on a P[S = x,| =1/n, par construction, et P[S = z;] =1/n pour tout
i € [n —1], car la probabilité restante de (n — 1) /n est distribuée uniformément sur
les n — 1 éléments précedents par I’hypothese de I'invariant.

Pour échantilloner & éléments, il faut une mémoire de O(k log n) bits, ce qui est
optimal, car c’est la taille que nécessite le stockage de la sortie de 1’algorithme.

1.2 Echantillonner dans une fenétre glissante

Imaginons a présent qu’on n’est plus intéressé dans les éléments trop anciens, et on
veut choisir unformément au hasard un élément s parmi les w derniers éléments lu.
De nouveau le probléme est facile si on s’autorise de stocker w éléments, mais on
veut avoir une complexité logarithmique aussi en w.



Algorithme échantillonner dans une fenétre glissante de taille w

Choisir pour chaque élément de la fenétre une valeur v; aléatoire uniformément
choisie dans [0, 1].

L’élément échantillonné parmi 41, ..., z; est I'élément z; qui minimise v;.

Il suffit de garder dans une liste L seulement les éléments x; avec v; minimal parmi
Uiy ..ry Uy

Pour analyser la taille espérée de L, il faut déterminer la probabilité que le k-éme
plus ancien élément — donc z;_41 — soit dans L. Il s’agit de la probabilité que sa
valeur soit minimale parmi les k valeurs des k éléments les plus anciens. Et cette
probabilté est simplement 1/k.

La taille espérée de L est donc

1,01, 11
w  w-—1 2 1

qui est le w-éme nombre harmonique et donc O(log w). La complexité espérée en
mémoire de I'algorithme est donc de O(logwlogn) bits.

1.3 Exercices

1. On vous donne un flux de taille n — 1 contenant les entiers de 0 a n — 1, &
I’exception d’un entier x. Le but est de trouver x en une seule passe avec une
mémoire de taille O(logn).

2. On vous donne un flux de taille n d’entiers de [m], avec la promesse qu’il
existe une valeur x qui apparait au moins [n /2] fois. Le but est de trouver
x en une seule passe avec une mémoire de taille O(logn).

2 Vecteur de fréquences

Considérons un flux d’entiers xy, ..., z, € [m].

Pour chaque valeur v € [m| du domaine du flux on note f, le nombre d’apparaitions
de v dans le flux, donc f,:=|{i:x;=v}|. Plusieurs stastiques peuvent étre extraits
de ce vecteur de fréquences.

FO ou le nombre d’éléments distincts. Aussi noté par ) €] 12

F1 ou la taille du flux. Aussi noté par ) elm] fvo- Ici on cherche des algo-

rithmes dont la complexité en espace est O(loglogn).

F2 ou I’élément de surprise. Aussi noté par elm] f2. Permet de détecter

des augmentations de fréquences importantes dans le flux, par rapport a la
fréquence moyenne.

Foo ou les éléments les plus fréquents. Aussi noté par argmax,em fo-



3 Le nombre d’éléments distincts — FO

Imaginons la situation suivante. Vous disposez du fichier log d’'un serveur web qui
comporte les adresses IP (version 4) d’un milliard de connexions. Et vous aimeriez
bien connaitre le nombre de visiteurs distincts sur le site, donc le nombre d’adresses
IP distincts dans le flux. Parfois des visiteurs différents peuvent apparaitre avec une
méme adresse IP d'un serveur proxy, mais mettons cet aspect de coté. Une adresse
IP est un nombre écrit sur 4 octets, il faudrait donc potentiellement 4 Gigaoctets
pour stocker toutes les adresses. Ceci élimine une résolution de ce probléme avec
une simple table de hashage.

Nous cherchons alors une solution qui utiliserait une mémoire logarithmique en n —
la taille de I’entrée — et en m — la taille du domaine des éléments, m = 232 dans notre
cas. Le prix a payer est que nous ne pouvons espérer qu’'une réponse approchée a
notre probléme.

Concrétement si d est le nombre d’éléments distincts du le flux, alors on dit qu’un
algorithme est une (e, d)-approximation si le nombre retourné d satisfait

Pld/(14¢)<d<d(1+¢)]>1-04.

La probabilité est prise sur des choix aléatoires que I’algorithme aurait pris pendant
le calcul, typiquement dans la phase d’initialisation. Par contre aucune hypothése
n’est prise sur le flux, et la condition mentionnée ci-haut doit étre préservée par
toute permutation sur les éléments du flux.

Ce relachement est nécessaire, car on peut montrer qu'un espace linéaire est néces-
saire si on se restreint a des algorithmes déterministes (6 = 0) ou des algorithmes
exacts (¢ =0).

domaine des valeurs du flux d’entrée
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transformation par fonction de hashage lh
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la valeur maximale observée donne une estimation sur le nombre d’éléments distincts

Figure 1. Principe de I'estimation des éléments distincts. Une fonction de hashage transforme
un flux de valeurs arbitraires en un flux de valeurs aléatoires uniformes.

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour ce probléme. Une premiére solution a été
trouvée par Flajolet et Martin en 1985 [4], mais nécessitait une famille de fonctions
de hashage H avec n-indépendance des valeurs de h choisie dans H. Ceci est une
condition trop forte sur H et aucune construction efficace d’une telle famille n’est
connue pour l'instant.



En 1999 Alon, Matias et Szegedy|[l| ont montré comment simplifier cette méthode
et demander seulement la 2-indépendance. Puis notre présentation termine par un
algorithme de 2004 de Bar-Yossef, Jayram, Kumar, Sivakumar et Trevisan [2]. La
littérature sur ce probléme est trés riche, et pourrait remplir un cours entier. Donc
la sélection des résultats pour ce cours n’est pas compléte, et nous vous invitons a
lire [5] pour avoir un état de 'art détaillé.

L’ingrédient principal a ces algorithmes est une bonne famille de fonctions de
hashage.

3.1 Famille de fonctions de hashage 2-universelle

Soit [M]™ I’ensemble des fonctions de [m] vers [M]. Pour I'application que nous
avons en téte m =232 et M >m sera précisé plus tard. Une famille H C [M]™! est
2-universelle, si la propriété suivante est satisfaite, ot h est choisie uniformément au

hasard dans H:

1

Vo, x' € m|Vy,y' € [M],x#x" : Pylh(z)=yAh(z') =1y =3

En d’autres mots on veut que h(z) soit uniforme sur [M] pour tout = et pour = # '
on ait indépendance entre h(zx) et h(z’).

Une telle famille de fonctions a été proposée par Carter et Wegman en 1979, et elle
envoie [m| dans [p] pour p>m un nombre premier. Tous les entiers 0 < a,b<p—1
définissent la fonction

han(z) =(ax + b)mod p.

La famille ainsi obtenue est 2-universelle, car le systéme az +b=yAax'+b=1y’
a une unique solution (a,b) dans les entiers Z, pour = # z’. Donc la probabilité de
I'événement h(z) =y A h(z') =1y’ est précisément 1/M?. On pourrait restreindre le
choix de a & a0, pour obtenir des fonctions de hashage sans collision, mais il faut
alors travailler avec une variante de la notion de 2-universalité.

Certains algorithmes ont besoin que M soit une puissance de 2. Pour obtenir une
valeur dans [M] il ne suffit pas de prendre ensuite le résultat dans [p| modulo M,
car sinon les p — M premiéres valeurs ont une probabilité deux fois plus grande que
le reste du domaine [M].

Nous proposons alors de travailler avec une autre famille de fonctions de hashage
basée sur le ou-exclusif, qui par contre a une complexité en espace plus grande.
Soit m = 2*, et Soit H l’ensemble de tous les matrices 01 de dimension kxk. Une
matrice H € H définit la fonction h: z — Hzx, ol x est vu comme un vecteur 01 de
dimension k. Concrétement z est envoyé vers la somme des h; sur tous les ¢ € [k] tel
que x; =1 ou h; est la i-iéme colonne de H.

Par exemple considérons k=4 et
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La fonction de hashage défini par H envoie x = 6 = 0110, sur 7 = 01115 qui est la
somme (modulo 2) des deux lignes du milieu de H, telles qu’elles sont sélectionées
par x, donc 10105 ® 11015,.

Les fonctions h de cette famille satisfont h(z @ z')=h(z) S h(x'). Aussi si xz, 2’ sont
tels qu'il n’existe pas de i avec x,=1 et x{=1 alors h(z) et h(z’) sont des des valeurs
aléatoires indépendants, car leur valeur dépend d’entrées disjointes de H. Avec ces
observations on peut montrer que cette famille est 2-universelle: Soit z =z A z’ tel
que z;=1 si et seulement si x;=1 et zj=1. Alors pour z,z’,y,y' € [m] et z £z on a

Plh(x) =y Ah(z)=y] = 1131[71(1’ Sz)=y@h(z) NW(z'©2) =y S h(2)]
N2k

Une remarque pratique. La fonction interne hash de Python permet de transformer
en entier tout objet donnée, typiquement une chaine de caractéres. C’est trés pra-
tique, mais sur les entiers cette fonction est juste I'identité. Il en est de méme pour
la méthode Integer.hashCode en Java.

3.2 L’algorithme de Alon, Matias et Szegedy

L’idée principale consiste a choisir aléatoirement une fonction de hashage h € H, et
a l'appliquer & chaque élément du flux. S’il n’y a pas de collision avec h, alors on
voit arriver exactement d éléments choisis uniformément dans [m]. La valeur du plus
grand de ces éléments doit alors donner une indication sur d.

Supposons que m soit de la forme 2¥. Pour v € [m] soit zeros(v) le nombre de 0 consé-
cutif finaux de I'expansion binaire de v. Par exemple zeros(40) = zeros(1010005) = 3,
et zeros(0) =k.

Algorithme AMS pour estimer le nombre éléments distincts

L’algorithme suppose que m soit de la forme 2.
Initialisation
Choisir au hasard une fonction de hashage h: [m] — [m] d'une famille 2-
universelle.
7:=0
Traitement de j
z:=max (z,zeros(h(j)))
Estimation
Retourner d:=2°11/2,

L’algorithme utilise seulement O(log m) bits. L’intuition de cet algorithme est la
suivante. Si les valeurs de hashage sont bien distribuées sur [m] alors on s’attend
a ce que la plus petite aie la valeur m /(d + 1). Mais pour Panalyse, plutot que de
travailler avec les véritables valeurs de hashage, on considére des arrondis grossiers,
basés sur le nombre de zéros consécutifs dans I’expansion binaire.



Pour implémenter efficacement cet algorithme, on pourrait compter a la place du
nombre de zéros consécutif finaur le nombre de 0 consécutifs initiauxr. Ce change-
ment est valide, car il correspond a appliquer une bijection sur h, ce qui préserve les
propriétés de la famille de fonctions de hashage. Il suffit alors de déterminer la valeur
minimale y sur toutes les valeurs de hashage, et poser z=Fk — 1 — |loga(y)| si y > 0.

Pour analyser formellement la qualité de l’estimateur, on introduit une variable
aléatoire indicatrice X, ; pour chaque j € [m] et entier r > 0, pour ’événement
zeros(h(j)) =r, ou la probabilité est prise sur le choix de la fonction de hashage h.
Soit Y,.:= Zj;fj>0X7’7j7 ot f; est le nombre d’occurences de j dans le flux. Soit ¢ la

valeur de z & la fin de I'algorithme. Alors
Y, >0 & t>r
et de maniére équivalente
Y,=0 & t<r—1.
Comme chacun des logom bits de h(j) est choisi unformément sur {0,1} on a
E[X, ;] = Plzeros(h(j))>r]=1/2".

Nous pouvons désormais estimer l'espérance et la variance de Y,.. C’est ici que la 2-
universalité de de la famille de fonctions de hashage est utilisée.

E[Y,] = Z IE[XW-]:% (par linéarité de l’espérance)
J:f>0
Varly,] = Z Var[X, ;| (parla2a2indépendance)
J:fi>0
< Z E[X7 ] (par définition de la variance)
J:f3>0
= Z E[X, ] (par 12=1et0?=0)
J:f>0
d
o

Désormais nous pouvons borner la probabilité que 1’algorithme produit une estima-

tion au moins 2"+t'/2 ou au plus cette valeur, a I'aide respectivement des inégalités
de Markov et de Chebychev.

Py, >0 = Py, >1)< ¢
PY,=0] = P[Y; - E[Y,] = —E[Y,]
~ PY,—E[Y] = —d/2]
— PY, ~E[Y;]|=d/?]
< PY- B>/ < T <2



Pour borner la probabilité que l'algorithme surestime d avec un facteur 3, soit a le
plus petit entier tel que 2¢71/2> 3d. Nous avons

w|S

Pld>3d] = ]P[Ya>0]<%<

2b+1/2

et pour b le plus grand entier tel que < d/3 nous avons

Pld<d/3] = P[Yp1=0]<

La probabilité que 'estimation d ne satisfaisse pas d/3 < d < 3d peut donc étre
majorée par 2v/2 /3 <0.95 et I'algorithme AMS est une (2, 2\/5/3)-approximation.

3.3 Technique du médian

Pour diminuer la probabilité d’erreur de 'algorithme précédent & une probabilté
d donnée, il suffit d’éxécuter O(log(1/9)) copies de 1'algorithme en paralléle et de
retourner le médian des estimations produites. Supposons qu’on exécute 2D + 1
copies. La probabilité que le médian soit une sur-estimation est au plus (\/§ / 3)D .
Et cette probabilité est au plus ¢ /2 si

(2] <o

D > logg/ﬁ@/é).

Pour le méme choix de D, la probabilité d’une sous-estimation est également au plus

5/2.

Cette technique permet d’obtenir une (2, §)-approximation avec une complexité
espace de O(log(1/0)log(m)). La section suivante explique comment obtenir une
(e, 0)-estimation pour € arbitrairement petit.

3.4 L’algorithme de Bar-Yossef, Jayram, Kumar, Sivakumar
et Trevisan

L’algorithme suivant est un raffinement de l'algorithme AMS dans le sens ot en
plus d’observer la plus grande classe contenant une valeur de hashage, I'algorithme
maintient ’ensemble des valeurs dans ces classes. Pour éviter de stocker trop de
valeurs, les classes les moins importantes pour I’estimation sont vidées si nécessaire.



Algorithme BJKST pour estimer le nombre d’éléments distincts

Soit une constante c:=12-48 expliquée plus tard
Initialisation
Choisir au hasard une fonction de hashage h: [m] — [m] d’une famille 2-
universelle.
t:=0
B:=un tableau d’ensembles vides
Traitement de j
zj:=zeros(h(j))
si z; >t alors
Blzj) = Bl U{h(j)}
tant que |B|>c/e? faire

Blt]:=0
t:i=t+1
Estimation

Retourner d:=|B|2".

Dans cet algorithme |B| denote la taille totale de B, donc Zlf:gén | B[r]|.

Pour chaque valeur aléatoire v, la probabilité que zeros(v) >t est 1 /2. Donc on
s’attend a ce que parmi les d valeurs distinctes, d /2" aient cette propriété. Ceci
motive l'estimation donnée par I’algorithme.

Le méme article de recherche propose un 3éme algorithme, qui au lieu de stocker les
valeurs de hashage par h, stocke les valeurs de hashage par une 2éme fonction g a
image plus petite, afin d’économiser d’avantage de mémoire utilisée. Mais nous ne
le présentons pas.

Pour la complexité en espace, on peut supposer que 1/ g? soit seulement o(m).
Le nombre d’éléments dans B est borné a O(1 /&%), et chaque élément nécessite
O(logm) bits. Le stockage de la fonction de hashage nécessite également O(logm)
bits normalement. Au total la complexité en espace est O((logm)/?).

L’analyse de la qualité de I'estimation suit les mémes étapes que pour l’algorithme
AMS. Comme pour l'algorithme précédent nous avons

B = o (1)
VarlY,] = %

Observons que pour t =0, ’algorithme n’a enlevé aucun élément de B et ’estimation
est exacte dans ce cas.

Pour le cas échéant, nous cherchons a borner la probabilité que 1’estimation soit trop
loin de la véritable valeur, donc la probabilité que

|Yi2t —d| >ed



ou de maniére équivalente

d
2t

ed

Y;t_ /?-

Pour borner la probabilité de cet événement, on va sommer sur r, mais utiliser une
borne différente pour un petit  que pour un grand r. Le seuil sera défini par I'unique
entier s tel que

12
=)

e

<£
28

La probablité d’échec peut donc étre formulée comme la somme suivante, qui débute
a 1, car pour t=0 'algorithme était sans erreur.

Yr—i’ >ﬁ/\tzr]

logm
> B|v-5|>5

Lo .
Y,n—i‘ At_}rz

N
1]
i)

= > PV, —E[Y]|> }
= ZIP-|Y E[Y,]| > T}-ﬁ-IP e1=c/e

r=1 -

ot on a utilisé 'égalité (1). Désormais nous allons appliquer sur la premiére partie
I'inégalité de Chebychev et sur la deuxiéme l'inégalité de Markov. Et donc nous
pouvons majorer cette somme par

« Varly;] | E[Yiy]
Z (ed/2r)? c/e?

r=1
s—1
or e2d

< 4 4 ca
= ; 62d+025—1

28 2e2d
< L o4 a
= 8262i+ 0252

€ 2e424
< & g etas
1262 ce?
< L
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La derniére inégalité est une conséquence du choix de c.

L’algorithme est donc une (g, 1 /6)-estimation, dont la probabilité d’erreur peut étre
diminuée avec la technique du médian, expliquée en section 3.3.



4 Trouver les éléments les plus fréquents

Le flux zy, ..., x, € [m] définit un vecteur de fréquences fi, ..., fn, tel que f;:= [{i:
x;=7}|. Un premier but est d’estimer le vecteur des fréquences. Le but ultime est de
produire la liste des éléments dont la fréquence dépasse un certain seuil n /k donné.

4.1 L’algorithme de Misra-Gries

L’algorithme de Misra-Gries [6] résoud ce probléme, et peut étre étendu avec une
deuxiéme passe pour produire la liste des éléments dont la fréquence dépasse une
fraction donnée du flux.

Algorithme Misra-Gries(k)

Initialisation
A := dictionnaire vide
Sur la lecture d’une valeur j
si j est une clé dans A
incrémenter A[j]
sinon si le nombre de clés dans A <k — 1
Afjl—1
sinon
pour tous les clés ¢ dans A
décrémenter A[/]
si A[¢] =0, alors enlever ¢ de A
Sur la requéte d’une valeur a
Si a est une clé dans A
répondre f, = Ala]
sinon
répondre f,=0

Pour la complexité en espace de I'algorithme, supposons que A est implémenté sous
forme d’un arbre binaire de recherche équilibré. Il y a au plus k — 1 entrées dans A,
une clé nécessite [log m| bits et une valeur [logn| bits au plus. La complexité en
espace est donc O(k(logn+logm)).

Considérons maintenant la qualité de la réponse de I'algorithme. On note que chaque
incrémentation de A[j] est due a la présence d'une valeur j dans le flux. Donc

D’un autre coté, chaque décrémentation de A[j] nécessite la présence de k valeurs
distincts dans A et donc dans le fux. Leur trace dans A est supprimée par la décré-
mentation, y compris celle de j. Le flux étant de longueur n, il ne peut y avoir plus
que n/k décrémentations. En conséquence

< fo< far

fa_

>~ 3
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Dans le probléeme FREQUENCE on chercher a obtenir la listes des éléments a dont
fa dépasse un seuil n/k donné. Tous ces éléments se trouvent dans le dictionnaire
A a la fin de l'algorithme de Misra-Gries. Mais dans A il peut y avoir aussi des
éléments avec des fréquences plus petites. Une deuxiéme passe sur 'entrée permet
alors de déterminer les fréquences exactes de clés dans A et déterminer ceux dont
la fréquence dépasse vraiment le seuil.

5 Clustering

Nous considérons un flux de points d’un espace M muni d’une métrique d. Par
exemple un flux de points du plan IR? muni de la distance euclidienne. Une métrique
est une fonction de distance d qui satisfait les propriétés d’identité d(x, z) =0, de
symmétrie d(z,y) =d(y,x) et d'inégalité triangulaire d(z,y) < d(z, z)+d(z, y) pour
tout x,y,z€ M.

Figure 2. Une décomposition de points en 3 clusters. Les représentants sont illustrés en
noir.

On doit partitionner ces points en k ensembles appelés clusters. Ces clusters sont
censés contenir des points proches les uns des autres. Concrétement chaque cluster
est décrit par un représentant du cluster, qui est un des points du flux. Chaque
point est associé au représentant le plus proche, avec un choix arbitraire en cas
d’égalité (4 la maniére d'un diagramme de Voronoi, pour ceux qui connaissent).
Cette affectation définit les k£ clusters. Une bonne application est le placement de
k points de service dans un territoire. Chaque habitant va se déplacer au point de
service le plus proche, et il est souhaitable que ces distances de déplacements soient
petits.

Plusieurs objectifs ont été définis dans la littérature. Pour les introduire formelle-
ment nous étendons la fonction de distance d aux ensembles en définissant pour tout
zeMet SCM

d(z,S):=mind(z, y).

yeSs
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Soit o une séquence de points de M, et R un choix d’au plus k points de o. Trois
principales valeurs objectifs ont été considérées dans la littérature, a savoir

Ax(o,R) := maxd(z,R) (k — center)
rxeo

Ai(o,R) = Z d(z,R) (k — median)
rxeo

As(o, R) = Z d(z, R)% (k — means)
rxeo

L’objectif k-center pourrait étre motivé pour I'implantation d’hopitaux sur un ter-
ritoire, ot on veut minimiser le pire temps de déplacement vers I’hopital le plus
proche. L’objectif k-median considére par contre le temps de déplacement moyen.
Alors que l'objectif £ — means a été étudié depuis les années 1960 dans le domaine
des statistiques et de 'apprentissage par ordinateur. Dans un souci de simplicité
dans ce cours nous allons considérer 1’objectif k-center.

5.1 L’algorithme doublant

Il s’agit d'un algorithme & une seule passe qui maintient un seuil 7. Celui-ci
approxime la valeur objective A, (o, R) pour la partie de la séquence déja vu,
dans un sens que nous allons préciser plus tard.

Algorithme doublant [3]

Phase d’initialisation :
S :=les premiers k + 1 points du flux
Soient x,y € S deux points qui minimisent d(z, y)
T:=d(x,y)
R:=S\{z}
Phase de croisiere : sur la lecture d’un élément x du flux
si d(z, R)>27
R:=RU{x}
tant que |R| >k
T:=2T
R:=sous ensemble maximal R’ C R avec d(y, z) > 7 pour y, z € R’ et

yFz.

Pour comprendre le comportement de l’algorithme, nous commengons par montrer
un invariant qui est préservé tout au long du déroulement de I’algorithme.

Proposition 1. L’algorithme maintient l'invariant suivant.
1. 1l existe un ensemble S avec |S|=k+1 et d(z,y) >71/2 pour tout x,y € S.

2. Ax(o, R)<2T.
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Démonstration. L’invariant 1 est satisfait & la fin de phase d’initialisation par
construction, méme pour une borne plus forte d(z, y) > 7. Au début de chaque
itération de la boucle tant que R contient k + 1 éléments et satisfait d(z,y) > 7, pour
tout x,y € R,z #+y. Donc quand 7 est doublé, I'invariant 1 est préservé.

L’invariant 2 est satisfait aprés la phase d’initialisation, car & ce moment 1a A (o,
R) = 7. Maintenant montrons que l'invariant 2 est préservé pendant la phase de
croisiére. Dans le cas ot d(z, R) <27, ni R ni 7 sont modifiés. Donc I'invariant est
préservé, car I'ajout de x & o ne change pas Ay (0, R) < 27.

Considérons le cas restant d(x, R) > 27. Juste aprés 'ajout de = a R, I'invariant 2
est préserveé, car par d(x, R) =0, Pobjectif A (o, R) n’augmente pas.

Qu’en est-il apres la boucle tant que? Pour montrer que I'invariant 2 est préservé, 11
nous reste & montrer que pour le choix R’ suivant, on ait d(x, R") <27 pour tout z € 0.

Soit y le représentant de R qui était le plus proche de x. Si y a survécu dans R’
— donc si y € R — alors d(z, R') = d(z, R) < 7 par U'invariant renforcé par le
doublement de 7.

X

'

Figure 3. Idée de la preuve de préservation de l'invarant

Pour le cas restant, observons qu’il existe un point z € R’ avec d(y, z) < 7, sinon
R'U{y} aurait contredit la maximalité de R’. Ceci méne vers cette série d’inégalités

A, R) < dle.y)+d(y.2)
< d(z,R)+7
<

T,

\)

et conclu la preuve. O
L’analyse de la performance de I'algorithme repose sur 1’observation suivante.

Proposition 2. Soit zy,...,x541 € 0 C M tel que d(z;,x;) =T pour tout 1 <i< j<
k+1. Alors pour tout RC o avec |R| <k on a Ay(o,R)>T1/2.

Notez que 1’énoncé est tres fort, car a priori R peut étre complétement disjoint de
{33'1, sy xk-ﬁ-l}'
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Démonstration. La preuve repose sur le fait qu’il doit exister 1 <7< j<k+1, tel
que z; et ; sont associés au méme représentant de Rz, disons y. Alors par I'inégalité
triangulaire

T <d(ws, ;) <d(zi,y) + d(zj, y).

Donc une des distances d(z;, y),d(x;, y) doit étre au moins 7/2. O

Figure 4. Idée de la preuve de la proposition 2
Maintenant nous avons tous les ingrédients pour montrer le théoréme suivant.

Théoréme 3. L’algorithme doublant produit une solution dont la valeur objective
est au plus 8 fois l"optimum.

Démonstration. Soit R* une solution optimale, et R, 7 les valeurs produits par
I'algorithme. Par l'invariant 2 nous avons Ay (o, R) < 27. Mais par U'invariant 1
tous les points de R sont a distance au moins 7 /2, et donc par la proposition 2, on
a Ax(o, R*) > 7 /4. Les deux bornes prouvent que A (o, R) <8A (0, R¥). O

6 Rappel de théorie de probabilité

Nous avons besoin d’analyser des algorithmes probabilistes et allons utiliser pour
cela trois bornes importantes, I'inégalité de Markov,

Espérance et variance

Si une donnée X dépend d’un tirage aléatoire, on dit que X est variable aléatoire et
on la note par une lettre majuscule. Si X peut prendre les valeurs dans un domaine
[m] on peut associer a chaque valeur j € [m] la probabilité P[X = j] que X vaut j. On
appeéle X = j un événement. Donc X peut étre vue comme une distribution sur [m].
Deux mesures importantes d’'une variable aléatoire sont 1’espérance et la variance.
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L’espérance est la valeur moyenne qu’on attend de X, elle définie comme

E[X]:= ) jP[X=].
JElm]

Une autre forme utile est E[X]|=5" P[X > j].

JjEm]

La variance mesure comment X est concentré autour de I'espérance E[X]. Elle est
définie comme

Var[X]:=E[(X — E[X])J.

Par exemple si X est déterministe (associe probabilité 1 & une seule valeur j € [m])
alors la variance de X est 0. Une forme alternative (facile a dériver) est

Var[X]=E[X? — (E[X])2

Indépendance

On dit que deux variables aléatoires X, Y sur le domaine [m] sont indépendantes si
et seulement si pour toutes les valeurs i, j € [m] on ait

L’indépendance entre X et Y veut dire que la probabilité que X soit égale a une
valeur fixé est indépendant de l’événement que Y soit égale a une valeur fixée,
formelement X et Y sont indépendant si pour tout i, j € [m] on ait

P[X =i[V = j]=P[X =1.

La notation X =1i|Y = j décrit I'événement X =i dans le monde ou Y = j, donc
P[X =i|Y = j] est la probabilité que X vaut ¢ sachant que Y vaut j.

Plus généralement un groupe de variables Xy, ..., X,, est k-indépendant pour un
entier k €{2,...,n} si et seulement si pour tout iy, ..., i € [n] et ay, ..., ax € [m] on ait

]P[Xn =aq, ..., sz = ak] - H-)[Xz = al]IP[sz: ak].

La borne par union suivante s’applique méme en cas de dépendance entre les varia-
bles, mais elle peut étre tres grossiere.

IP[X21:G17 ...’X,ik:a/k,:l gIP[Xlea/l] —|— e +IP[XZk:ak]'
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Linéarité

L’espérance est linéaire, a savoir E[cX]| = cE[X] et E[X + Y] =E[X]+ E[Y], pour
deux variables aléatoires X, Y qui peuvent méme étre dépendants.

Il existe aussi une propriété de linéarité de la variance pour deux variables aléatoires
X, Y, mais ils doivent étre indépendants,

Var[X + Y] =Var[X] + Var[Y].

Inégalité de Markov

Pour tout ¢ >0 on a P[X > ¢] <E[X]/c. On ne peut pas utiliser cette borne pour
P[X <.

Inégalité de Chebychev

Pour tout ¢>0 on a
Var[X]

PX — EIX] > <5

Borne de Chernoff

Soient X7, ..., X des variables aléatoires sur indépendants, décrivant une méme
distribution sur [m], i.e. P[X;=a] =P[X,;=a] pour tout 1 <i< j<k et ac|m].
Soit p=1IE[X;] (peu importe 7). Soit X = %ZLX“ et 0<d <1, alors

PIX - E[X]| > E[X]| < 2exp(—@).

3

On peut se servir de cette borne pour répéter plusieurs fois I’exécution d’un algo-
rithme aléatoire et obtenir une meilleur estimation de la valeur retournée espérée.
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